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KIRISH

Murakkab  turdagi  tenglamalar  nazariyasi  bo‘yicha  dastlabki  natijalar
M.A.Abduraxmonov,  S.A.Aldashev, V.F.Volkodavov, V.N.Vragov, T.D.Djo‘rayev,
T.Sh.Kalmenov, M.M.Meredov, A.M.Naxushev, M.S.Salohiddinov[1,2], M.M.Smirnov,
K.V.Sobitov, M.A.Sadibekov, A.Q.O‘rinov, V.Islomov va boshqgalar tomonidan turli
yo‘nalishlarda ishlab chigilgan. Hozirgi kunda yuqori tartibli tenglamalar bilan bir gator olimlar
ilmiy izlanishlar olib bormoqda.

Murakkab turdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalalar birinchi marta

M.S.Salohiddinov[1,2], T.D.Djo‘rayev[3] tomonidan o‘rganildi. M.S.Salohiddinov va
T.D.Djo‘rayev monografiyalarida kompozit va murakkab turdagi tenglamalarni o‘rganishga
bag‘ishlangan asarlarning umumiy ko‘rinishi mavjud.

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI

Ushbu
2

%Au +cu=f(xY) (1)

tenglamani D = {(X, y):0<x<1l0<y< l} to‘g‘ri to‘rtburchak sohada qaraymiz. Bu
sohaning uchlarini A(O;O), B(l;O), C (1;1), D(O;l) deb belgilaymiz.

2 2

Bunda A = P + y - Laplas operatori, C(X,y), f (X, y) - berilgan funksiyalar.
X

Masalaning qo‘yilishi. Shunday U(X,y) € CZ(B) N C*(D) funksiyani topingki, u
D sohada (1) tenglamani va quyidagi (2)-(4) shartlarni ganoatlantirsin:

u(0,y) =gy(y) udy)=al(y), 0<y<l 2
u(x,0) =y, (x) u(x,1) =y, (x), O<x<1
u(x,—x+1) =y, (x), O<x<l (3)

a(x)u, (x,0)+b(x)u,,(x,0) = w,(x), O<x<1 ()

Buyerda ¢,, v, (1 =0,3) lar berilgan funksiyalar bo‘lib, yechimni ko‘rsatilgan sinfdan
bo‘lishini ta’minlovchi kelishuv shartlarini qanoatlantiradi.

TADQIQOT NATIJALARI

Masala yechimining yagonaligi.

Teorema. Agar berilgan masalaning yechimi mavjud bo‘lsa va

al X
c(x,y)>0,(x,y)eD , QSO
b(x)
shartlar bajarilsa, u holda masalaning bittadan ortiq yechimi mavjud emas.
Isbot. Masala yechimining yagonaligini isbotlash uchun (1) - (4) masalaning

yechimi 2 ta deb faraz gilamiz. u; va U, funksiyalar (1)-(4) masalaning yechimi bo‘lsin. U

holda
u=u,—u,

Research Focus International Scientific Journal, Uzbekistan 11 https://refocus.uz/



RESEARCH FOCUS | VOLUME 5 | ISSUE 6 | 2026
ISSN: 2181-3833 ResearchBip (15.45) | Google Scholar | Index Copernicus (ICV80.58)

ham (1) tenglamani ganoatlantiradi. Bu yechimga mos chegaraviy shartlar bir jinsli
bo‘lib qoladi. Ya’ni
o=y, =f(xy)=0, 1=0,12,3 (5)
Ushbu D, soha D, ={(X,y):& <Xx<1-¢,&<y<l-¢} ko‘rinishida
bolsin. I', - D, sohaning chegarasi.
Berilgan (1) tenglamani U(X, Y) ga ko‘paytirib, D, soha bo‘yicha
integrallaymiz:

2
Hu(%Au +cu)dxdy =0 (6)
Dé,‘
D, sohada quyidagi tenglik o‘rinli:
ol 0 0 0 0
ugAu UEAU = E(UAuy) —[&(uyuxy) —ug, + E(Uyuw) - ujy} ©)

(7) tenglikni (6) ga qo‘yamiz va Grin formulasini qo‘llaymiz:
J.uAuydx—J‘uy Sy — Iu dx+_|lj.(ufy +Ug, +c(x,y)u?)dxdy =0 (8)
r, D,

Bu yerda (5) ni inobatga olib, (2)-(4) chegaraviy shartlardan foydalanamiz va har bir
integralni alohida hisoblaymiz:

J, = IuAuydx

& — 0 da bir jinsli shartlarga asosan J; =0 tenglik o*rinli.
(8) tenglikning 2-hadidagi integralda AB va CD da dy = Qbo‘ladi. U holda
quyidagi
J,=[uyu,dy= j U,y (L y)dy + j Uy, (0, y)dy
r,

tenglik o‘rinli. Bir jinsli shartga asosan U, =0 bo‘lib, J, Iuy way =0 ekanligi
kelib chigadi.
BC va DA chiziglarda u,u,, dan olingan integralni garasak, BC va DA da
dx=0. Bundan
J, = Iuyuwdx = j uu,, (x,0)dx + I u,u, (x,1)dx
r AB CD
tenglik o‘rinli. Chegaraviy shartlarni hisobga olib,

a(x) .
j u,u,, (x,0)dx + j uu, (x,2)dx = J u,u, (x,2)dx + j—b—x)uy (X,O)dX
AB CD CD
ko‘rinishga kelamiz. Bu integralda (3) shartdan foydalanamiz, ya'ni X=-Yy +1 va
dy =—dx almashtirish bajaramiz, hamda teorema shartlariga asosan
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1

.[uy(x,l)uyy(x,l)dx =0

0

tenglikka kelamiz U holda (8) ifoda & — 0 da

—I (x,0) dx+”(u +u§y)dxdy+ﬂc(x, y)u®dxdy =0 9)
D

ko‘rmlshm oladl.

Oxirgi (9) tenglikda:

X
a) c(x,y)>0, ( ) <0 bo‘lsa, uholda U=0 ekani kelib chigadi;

b(x)

b) c(x,y)=0, M=0 bo‘lsa, D sohada U, =U, =CONSt bo‘ladi.
b(x) xy Uy
ueC?(D) ekanligidan, u,, =U,, =0 tenglikni olish mumkin. Ulardan birini U, =0
tenglamani integrallab, u = f (X)y + f,(X) yechimga ega bo‘lamiz. Bir jinsli chegaraviy
shartlarga asosan U =0 ekani kelib chigadi.

al X
¢) c(x,y)=0, % <0 bo‘lsa, uj (X,O) =0 bo‘ladi. Bundan Uu=0. Demak
X
U, = U, bo‘lib, masala yechimi yagona bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Masala yechimining mavjudligi
2-teorema. Agar quyidagi

A (). (0<y <Dy ()i =01,y (X).3(¥). w5 (X), T (x,Y)
funksiyalar 0< x<1, 0<y<1 oraliglarda uzluksiz bo‘lib, C(X,y)>0,(X,y) €D

a(x)

———= <0 shartlar bajarilsa, masala yechimi mavjud.
b(x)
Isbot. Uy =0 belgilash yordamida (1) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:
Av= (X y)—c(x, y)u(x,y) (10)

(20) tenglama uchun masalaning (2), (3) va (4) chegaraviy shartlaridan foydalanib
quyidagicha shartlarga ega bo‘lamiz:

v(0,y)=Uy, (0,y)=o(Yy)
(x
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(10) tenglamaning (11) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi quyidagicha
bo‘ladi[1]:

o(%.9)= ]G, (%Y. £0)7a(£)dE - [G, (% y.&:0)7a(£)dé -

—}G«:(X’ yil’ﬂ)%(n)d“}%(x’ Y,0,17) @ (77)dr7 -

~[[G(x.y.&n)c(&n)u(€m)dédn + F(x,y) (12)
D

Bu yerda
F(xy)=[[G(x.y.&m) f(&m)dédr,

D

G(xy.m)=—Inr+g(cy.ém. (r=yx-&7+(y-n?|

Laplas tenglamasi uchun to‘rtburchak sohada Dirixle masalasining Grin funksiyasi.
Yugqoridagi belgilashga asosan quyidagi 2 ta masalaga ega bo‘lamiz:

{Wy =0(x,y)
(13)
w(%,0) =4 (x)
va
u, = ol X,
y =0(xY) 14)
u(x,—x+1)=w,(x)
Bu masalarda v/, (X) - noma’lum funksiya. U holda (13) masalaning yechimi:
y
w=[o(xt)dt+py(x) (15)
0
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu ifodadan foydalanib, (14) ni yechimini quyidagicha yozamiz:
y
u= [ w(xt)dt+y,(x) (16)
1-x

Endi (15) ga (12) tenglikni qo‘ysak:
1

w={| [0, (0t £0)wa(£)dz— [, (x £ () de -

0

_}Gf(xit’lﬁ)%(”)dn +}G§(X,t,0,77)(p8(77)d77 dt —

y

—”IG(X,t,§,n)c(§,n)u(§,ﬂ)d§dndt +y,(X)+

0D

Research Focus International Scientific Journal, Uzbekistan 14 https://refocus.uz/



RESEARCH FOCUS | VOLUME 5 | ISSUE 6 | 2026

ISSN: 2181-3833 ResearchBip (15.45) | Google Scholar | Index Copernicus (ICV80.58)
y
+| [J[G(xt.&.m) f(&m)ddr (dt 17)
oLD

ko‘rinishga keladi.
(17) ifodani (16) formulaga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

= | HT 6, (10 £,0)¥3(£)05 ~ 6, (1 £ (£)0¢ -

1-x|/ 0L O

1 1
—IGSE (X,tl,l,n)gol (77)d77 + ng (X,tl,O,n)goo (n)dn}dtl}dt — (18)
0 0

‘f ﬁUG(X’tl’f’ﬂ)c(f,ﬂ)u(én)d?dndq—1//4(x)}dt+

1-x| 0D

y t
] {H G(x &) (é,n)dﬁdn}dtldt +y(x)
1-x0LD

(18) tenglikdagi ba’zi integrallarni hisoblaymiz:

Jo= | [}G(x,tl,g,n)dq]dt: I }(_m\/(x_g)h(tl_n)z +g(x,t1,§,n)jdt1dt:

——2{(x=eF +(y=n) Jin((x=& +(y=n) )+ aitx.y.6m)
J = _} }ﬁGn(x,tl,g,l)y_/l(g df}dtldt— f ﬁ } (x4, 51)dtl}dt_
B PR F o it i A L L il PN
_gm(f)[(y 1){ e 1 } |{(X_§)2+1] 9, ( ,y,f,l)}daj
= _} }ﬁGq X,4,£,0) Ws(f)df}dﬁdt: if ﬁ(;s(f)dngn(X,tl,f,O)dtl}dt:
O S v OO [ e
gs(f){yll eP } (1- )I{ Cer } 93(,y,5,0)]d§
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01 =——J [nln( 9a)2+,72)—2( n)- 2n+2arctg—§—2arctgr§}dt+

yt
+ I Ig(x,tl,g,n)dtldt
1-x0

_ yt
92=—2(y—x—1)+2(x—§)(arctgy—§—arctg—j+ [ [9,(xt,&1)dtdt
1-x0

U3=—2(y+x-1)+ 2(x—§)(arctgry§— arctg 1%:&]+ f ign(x,tl,g,o)dtldt
1-x0

Topilganlardan foydalanib, u(X, y) ni soddalashtiramiz:
1 _
+ZﬂR(X, y.&mu(&,n)dédn=F(xy) (19)
D

Bu yerda
F(xy)=FR(y)+F(xy)

k) =3[Ry, &) () déd
D

0l 1-x0 0l 1-x0

Fo(X,Y) }{ JX }Gé (x,1,0, n)dtldt}(po )dn—}{ }l ng(X,tl,l,n)dtldt:l(ol"(n)dn—

o T2 (e el ], )
gz//l(g)[(y 1){ i ] 1{ e | ,y,él)]dé

el o 5 s

+H(Y =1+ X))y, (X) +y,(X);
R(X,Y.&m)=R(x.y.&m)c(&.7)
ROGYEm)=((x= )+ (y=n)° JIn((x= &) +(y=n)° )+ @a(x.y.€m)
(19) — Fredgolmning 2-tur integral tenglamasi bo‘lib, ko‘rish mumkinki, uning yadrosi

R(x, y,§,77) - uzluksiz funksiya, E(X, y) funksiya ham chegaraviy shartlardagi berilgan
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funksiyalarga qo‘yilgan shartlarga asosan uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun, unga Fredgolm
teoremalarini qo‘llash mumkin. Shunday qilib, uning yechimi[1]:

u(xy)=F(xy ——HF (%, y.&m)F(&n)dédy (20)

ko‘rinishida bo‘ladi. Bu yerda I'(X, y,f,n) R(X,y,&,n7) yadroning rezolventasi.
E(X, y) ni ifodasidan foydalanib, (20) ni quyidagicha yozamiz:

(xy)= } [(y—l)ln{(x_é)%(y_l)z}

5 (x=&)*+1

2
+xln{((xx 92 5 }+92(X Y, fl)}dgﬁ

1 2 B 2
+[w3(&) yln{ 2y ]+(1 X)In{ +(12 9 ]+93(x,y,é,0) dé-
0 -¢) (x=¢)

_(ir(x =l (628 (1) |
gr( ,y,f,ﬂ)h%(é)l(ﬂ DI [ (X_§1)2+1 }

— 2 2
+§In{(§ 51));51 }r 92(5177’51’1)”dfld§dﬂ+

(-4

+ [[T(x to n (5_51)2+772 +
gr( Jﬁﬁ)h%(é)[ﬂ'{ (5_51)2 ]

+(1—§)In[(5‘51) +le) ]+gg(§,n,§1,0)“d§1dédn+

(&-4)
+(y =1+ X)w, (X)+ F3(X,Y) (21)
Bu yerda
F3(X, Y)——”R(X y,&m (S, U)dfdﬂﬁLj{ I IGg X 4,0, U)dtldt}%( )d77—
0 1-x0

}{ } }Gg(x,tl,lm)dtldt}wi(n)dn+vfz(X)+UF(X,y,§J7)(771+é)w4(é’)dfdf7

0] 1-x0
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Uyy (X,1) =y (X) ekanligidan foydalanib, (21) da Y bo‘yicha ikki marta hosila

olamiz va y =1 qo‘ysak,

V()= R (%, 8)71(8)dG + [ (e &7 (E)dG+F(x) @

ko‘rinishidagi tenglamaga kelamiz. Bu yerda

2 2
Ri(x,8) = .”ryy(X,l’ 6&1,1)[(1—77) |I’l[(§ &) +(n-1) }_
D

(x=&)° +1

— 2 2
‘5'”{((2 "?);fl }—gz(ﬁ,n,él,l)}dﬁdm G2y (X1E)
o1

2 4(x-4)° F?—éf+ﬂi
K, (x,&) = + + | T\ (X,LE,7)| 7in +
T (x-a) e ((x_gl)2 +1)2 IDI ? [ (&-&a)

E-&) +(L-¢&)
(£-&)

+(1—§)In{( :l"‘93(§’n’§1!0)]d§d77+gSyy(X’l’g’O)

Endi Uy, (X,0) =y/5(X) ekanligidan (21) dan Y bo*yicha ikki marta hosila olib,
Yy =0 nio‘rniga qo‘yib,
o 1 L 1 o o
Ws(x) = I R, (X, 51)%”3(51)‘151 +Ik2 (X’ 6&1)';”1(51)(151 + F3(X) (23)
0 0

tenglamaga kelamiz. Bu yerda

Rz(X,ei)=Hryy(><,0,§n7){nln[(§ a) +n ]+
D

(&)

—E2V 4 (1— &)
+(1§)In{(9& &) +(12 9) }+g3(§,n,§1,0)}d§df7+g3yy(x,0,§,0)
(&-4&)
2((x-&) +1)+4(x-&)° L2
ko (X, &) = ( : ) 5 : —”Fy(x,l,g,n) (n-1)In (§ gl) +g77 1)
((x—§1)2+1) D (x=&) +1

+§In{(é 61))2151 ]Jrgz(ﬁ,n,él,l)]dédn+gzyy(X,O,é,l)
—q
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F3(X) = F3,y (x,0)
Shunday qilib, noma’lum funksiyalarga nisbatan Fredgolmning 2-tur integral
tenglamalarini hosil qilamiz. Berilgan funksiyalarga qo‘yilgan shartlarga asosan (22) va (23)

tenglamalarni 0‘ng tomoni uzluksiz funksiyalar bo‘lib, X=0, X =1 nugtalarda chegaralangan
bo‘ladi:

Wl( )

O'—;I—\

R(x&)wi(& dfﬁ_[kl X,&)Ws(&)dé + Fy(x)

X) = j R, (%, & )ws(&)dE + j Ky (%,&)w (&) dE +Fy(%)

Bu sistemani yechib noma’lumlarni topamiz[S]

v (X) jr X&)F(& d51+jr X.&)F;(&)dg,

vy (X)=F, () + j T, (%&)Fy(&)dé + j T, (%&)Fy(&)d& .

Buyerda I', (x,&;) va I',(X,& ) lar mos holda R (x,&,) va R,(x,&;) yadrolar
rezolventasi.

w4 (X) ni topish uchun (11) dagi
ws(x) _a(x) _=
b(x) b(x) uy(X,O) =y3(x)
belgilashdan foydalanamiz:
X
V/4(X) _ ‘//3( ) ( ) oA

X ﬁl (%, b (x, ,
a(x) a(x )Fa( a(x) g &) F3 &)dg a(x). JFZ &)Fs(&)dé

Bu tenglikda ba’zi almashtirishlarni bajarsak, quyidagi

wa(X) ZE _[R3 (X.&)wq(£)dE +F5(x) (24)

integral tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda

Rs(x IF xL&n)(1-&—n)dy

x_b _X_Ml E _Ml ) )
(x) a(x)FS() a(x){rZ( ’51)F3(§1)d§1 a(X)£F2< ,9‘1)F3(§1)d§1

+H[T (X, y,Em) (7 -1+ &)wy(E)dEdn

Research Focus International Scientific Journal, Uzbekistan 19 https://refocus.uz/



RESEARCH FOCUS | VOLUME 5 | ISSUE 6 | 2026
ISSN: 2181-3833 ResearchBip (15.45) | Google Scholar | Index Copernicus (ICV80.58)

(24) tenglikda ham teorema shartlariga asosan o‘ng tomoni uzluksiz funksiyalar.
Tenglamaning yechimi mavjud. Bundan (24) yordamida i, (X) ni aniglab, 1/71(X), 1/73(X) va

Wy (X) larni (21) ifodaga olib borib, berilgan masala yechimini topamiz.

MUHOKAMA

Olingan natijalar (1) tenglama uchun qo‘yilgan chegaraviy masalaning to‘g‘ri
qo‘yilganligini ko‘rsatadi. Yechimning yagonaligini isbotlashda qo‘llanilgan integral energiya
usuli tenglamani mos ko‘paytuvchiga ko‘paytirish va Grin formulasini qo‘llash orqali (8)
ko‘rinishdagi energetik tenglikni hosil qilish imkonini berdi. Teorema shartlarida
koeffitsiyentlarga qo‘yilgan cheklovlar aynan shu tenglikdagi hadlarning ishorasini aniglaydi va
yagonalikni ta’minlovchi hal giluvchi omil bo‘lib xizmat qiladi.

Yechimning mavjudligini isbotlashda esa masala Laplas tenglamasi uchun to‘g‘ri
to‘rtburchak sohada Dirixle masalasining Grin funksiyasi yordamida integral ko‘rinishga
keltirildi. Natijada noma’lum funksiyalarga nisbatan Fredgolmning ikkinchi tur integral
tenglamalari — (19), (22), (23) va (24) — hosil qilindi. Ushbu tenglamalar yadrolarining
uzluksizligi hamda o‘ng tomonlarining chegaralanganligi Fredgolm teoremalarini qo‘llash
imkonini beradi, bu esa yechimning mavjudligini kafolatlaydi.

Mazkur ish M.S.Salohiddinov [1,2] va T.D.Djo‘rayev [3] tomonidan kompozit va
murakkab turdagi tenglamalar uchun ishlab chiqilgan yondashuvlarni to‘rtinchi tartibli
tenglamalar sinfiga kengaytiradi. O.S.Zikirov va K.S.Gaziyev [4] tomonidan uchinchi tartibli
murakkab turdagi tenglama uchun olingan natijalardan farqli o‘laroq, bu yerda tenglama tarkibida
Laplas operatorining gatnashishi Dirixle masalasining Grin funksiyasidan bevosita foydalanish
imkonini beradi va integral tenglamalar nazariyasini qo‘llash yo‘lini soddalashtiradi.

XULOSA

Xulosa qilib aytsak, go‘yilgan masala yechimi yagonaligi integral energiya usuli
yordamida, masala yechimi mavjudligini ifodalovchi teorema integral tenglamalar nazariyasi
yordamida tavsiflandi. Olingan natijalar yuqori tartibli elliptik operator gatnashgan tenglamalar
nazariyasini rivojlantirishda katta yordam beradi.

FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

1. Canoxummuao M.C . UnTerpanbsHble ypaBHeHus . - Tamkent. 2007.

2. CanoxutauaoB M .C . YpaBHEeHUS CMEIIAHHO-COCTAaBHOTO TUTA. - TamkeHT: ®aH, 1974, - 156
C.

3. xypaes T.JJA. KpaeBble 3amaum  JUii  ypaBHEHHS M CMEIIAHHOTO U
CMeIIaHHOo cocTaBHOro TumoB. TamkeHT. ®an. 1979.-240 c.

4. 3uxupoB O.C.,, Tasmes K.C. OO0 oxHoil KkpaeBol 3amaue Ui  ypaBHEHUS
TpeThero nopsaka cocraBuoro tumna. Bectauk HYVY3. 2017, N 2/2, c138.

5. Muxnun C.I'. Unrerpanbusle ypaBHeHus. M. 1949.1r 380 c.

Research Focus International Scientific Journal, Uzbekistan 20 https://refocus.uz/



